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Quelques remarques sur la dimension homologique 
des anneaux. Elkments rkguliers 
Soit A un anneau unitairc, on dit quc d ost semiartinien i gauche [ 1 I] 
si tout A-module B gauche non nul contient un sous-module simple nonnul. 
Le point du dCpart de cc travail a &! l’extension de certains &ultats dc [6] 
au cas d’anneaux semiartiniens; plus cxactc: 
Dans le $1, on fait quclques remarques sur la dimension homologique des 
anneaux semiartiniens. 
Dans le 92, on introduit lcs propriCtCs (+) et (i-b), on donne des formules 
d’approximation pour la dimension globale des anneaux semiartiniens de 
“tlCvation” finie. 
Dans le 93, en applicant lcs rt?sultats da $2 aux anneaux semi-primaires, 
on obticnt par le meme pro&d& des r&ultats de [6, Th. 8, Cor. 1 I], [8, Cor. 31; 
on donne une meilleure approximation dcs rCsultats de [6]. 
au $4, on donne des conditions pour que le radical rCgular maximal 
M(iZ) [4] de l’anneau A soit nonnul, cn ri:solvant partiellemcnt un conjecture 
de Faith [9]. 
Dans la dernikre partie de cc paragraphe en combinant les r&ultats du 92 
avec ccux du 93 on obtient les r&ultats de [4, Th. il, B]. 
Au $5, on fait quelque remarques sur la dimension projective des modules 
de torsion au sens de Dickson [7]. 
Tout les anneaux et les modules consid&& dans ce travail sont supposes 
&tre unitaires. 
1. DEFINITION ET I&SULT.STS PR~LI~II~AIRES 
Soit A un anneau unitaire, nous dksignons par Spec(A) l’ensemble de 
types de A-modules simples B gauche. Si A est un anneau semiartinien ?I 
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gauche, alors l’application S -f arm S = (A E A 1 AS mu 0: est une application 
bijcctive entre l’ensemblc de types de A-modules simples et I’ensemble des 
ideaux primitifs bilateres de ,A. 
Pour tout a: E spec(A) nous considerons un representant bien determine S, 
et la sonune 
r :~= @ sn. 
~tS~,~C’lA~ 
Si AI est un il-module B gauche, la dimension projective (injcctive) 
[5, C’hap. \I] sera designee par dim, ;lr(inj dim, ill), et la dimension a 
gauche de l’anneau d par I gl. dim i3. Nous noterons par S,(N) lc socle 
a gauche, c’est-h-dire la somme de sous-modules simplcs de ill; en particlllier 
s&d) (Oil J-est le A-module a gauche Aq) s’appelera le socle de l’anncau A4 
(a gauche) et scra note simplemcnt SJ.4). 
~‘ROPOSITION 1.1. Soit &-1 un anneau unitaire, mod ,-1 la catbgorie des 
;I-tnodules b gauche et .Y C mod A, une classe des d-modules h guuche awe la 
propric’tr; que tout A-module nonnul contient un sous-module nonnul de 3. 
Si .\I cst un A4-modulc a gauche, alors les affirmations suivantes sont 
Cqiiivalentes: 
(1) EXt#+l(iV, ilf) = 0, pour tOUt :V t 9, 
(2) inj. dim,., dl -< n. 
llt:monstration. L’equivalence (2)--(l) est bien connue [5, Chap. VI]. 
Pour prouwr (l)-;(2), wit 
O+‘lf+Q,,+Q1+Q1-~ . ..+Qnpl--fQ.,-fO 
une suite exactc, oti Qi (0 _’ i --I FZ - 1) sont dcs modules injectifs; il faut 
montrcr que Q,, est injectif. D’apri-s [.5, Chap. 1’11 
Ext4t(N, Q,) == Est~~‘(X, AI) = 0. 
C‘onsiderons L, C d un ideal ?I gauche et f : L,, - Q, un morphisme; par 
lc lemme de Zorn; il esiste un ideal a gauche L, Cd et 6 : L, - Q, telque 
L,, c L, , g/L,, = f et la pairc (,y, L,) est maximale. Si L, $: A, alors il cxiste 
par hypothese l’ideal L, C A tel que L, CL, et LJL, E 9 (L,/L, f 0). 
De la suite esacte 
o-+L,+L,+L&+O 
il resultc la suite esacte: 
0 --t Hom,(L,IL, , Q,,) - Hom,(L, , Qn) - Hom,(L, , Qn) 
- Ext,l(L,/L, , QJ ---f ... 
d’oti la suite exacte: 
Hom,(L, , CJ,) p Hom,(Lr , Q,,) r 0 
c’est-a-dire 3” s’etend a un /I : L, + On ce qui contredit la masimalite de la 
pairc (s, L,). 
COROLLAIRE I. 1. Dam les conditions de la proposition 1.1 on a: 
1 gl dim A == ;u (dim, M). 
COROLLAIRE 1.2. Soit A un anneau senziartinien &gauche et I%’ un A-module 
6 gauche. Alors les afirmations suivantes sont kquivalentes: 
(I) Elxtyyr, M) := 0, 
(2) Ext~+l(Su , M) -z 0 pour tout a: t spec(A), 
(3) inj dim, III :< n. 
COROLLAIRE 1.3. Si z4 est un anneau semiartinien in gauche, alors 
1 gl dim A =: dim,, I’ = sup (dim, SCX). 
LYESptXd 
Observation. Si iz est un anneau unitaire quelconque, mod A la categoric 
des A4-modules 2 gauche et 9 la classe dcs modules cycliques, alors par le 
corollaire 1.1 on obticnt le resultat bien connu de M. Auslander [l]. 
2. LES PROPRIhThS (*) ET (k#) 
Si Ill est un A-module a gauche sur un anneau semiartinien a gauche, il 
cxiste uric filtration definie par recurrence transfinie [I 1, $51: Ma = 0, 
MI = s,(M) le socle de ill, si 01 est un ordinal, on prends MU.+, verifiant 
&&.+,/Ma = s&M/M& si cy est un ordinal limite on prends ME = UaCa M, . 
Le plus petit ordinal 01 pour lequel I& = AI s’appelle l’elevation de M, 
not&e par e,(M). L’ordinal e,(,A) s’app e 11 e elevation de l’anneau A et l’on 
note brievement par e(A). 
Nous dirons qu’un anneau semiartinien a gauche est d’elevation finie si 
e(A) est un nombre nature1 et nous tcrivons dans ce cas e(A) < XI. 
Soit A un anneau semiartinien d’elevation iinie et 
0 = a,Cn,Ca,C...Ca, = A 
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une suite d’iddaux bilateres, nous dirons que cette suite est une suite de Loezy 
de l’anneau A, si les A-modules a gauche ajtl/ai (0 5~; i :-< n - 1) sent 
semisimples. 
Lc nombre n s’appelle la longueur de la suite consideree; il est clair que 
e(A) ’ _ Il. 
011 dit que l’anneau semiartinien verifie la propriete (4) si: 
(,6) s’il es&e un suite de Loewy 0 = a, C a, C ... C a, =: A telle que les 
A/cli-modules ni,Jai soient projectifs ci gauche. 
T&or&niE 2.1. Si A est un anneau semiartinien ci gauche azec la prop&t~ 
(*) alors: 
I gl dim A ::: n - I 
n Ctunt la longueur de la suite de Loewy qui vbi$e la proprie’tk (*). 
DPmonstvation. Si 0 = a,, C a, C ... C a,, = A4 est une suite de Loewy 
verifiant (-) on a (par le corollaire I .3) 
Puisque a, est projectif nous avons dim, A/a, < 1; C’onsiderons b C aJar 
un A/n,-ideal minimal qui Ctant un i2/a,-module projectif, est isomorphe 
au l’ideal minimal c contenu dans I’anneau A/n, qui de plus verifie c2 = C?. 
c est un sous A-module sommande dirccte dans le A-module A/al , d’oh 
il resultc: 
dim, b = dim, c :< dim A/a1 -, I, 
La suite exacte 
d'Olll dim, n,/a, ( 1. 
0 + a, --t a, + a,/a1 ---f 0 
nous donne dim, a, -< 1, done dim, A,/as .< 2. 
Par recurrence on obtienne dim, ai~r/ni < i pour tout 0 < i < II .- 1 
d’oh le resultat. 
TII~OR~ME 2.2. Si A est un anneau semiartinien b gauche avec la prop&d 
(w), nlors tout anneau quotient v&ijie ci la propridte’ (*). 
LMnonsfration. En vue de la demonstration, on va rappeler le lemme 
suivant. 
LEMME 2.1. Si A/a est un anneau quotient et P est un A-module projectif, 
alors de A/a-module PIaP est aussi projectif. 
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Soit A/n un anneau quotient et 0 a,, C ~1, C ‘.. C a,, == A une suite de 
Locwy pour I’anneau A avec la propribtd (*). 
11 est Claire alors quc la suite 
0 = (1” + lll’a c (7 + 11&l c 11 7~ ll,:‘ll c “’ c 11 -I- c17r/ll = -d/(1 
est une suite de Loewy pour A/a. 
Si SC 11 L cl,,,/a + ni est un A/a + cli-module simple, il cst isomorphe 
avec un sous A-module simple de a,,,; ai. Comme (a + a,)S 7 0 et S est 
un d,‘u,-module projectif, il rkulte quc S est un .-l/u -1 a,-module projectif 
(par le Lemmc 2.1). 
Soit z4 un anneau quclconque ct dl un =I-module 5 gauche. Nous dksignons 
par ZA(M) lc sous-nzotlule singdiev de 112, definie par Z,(112) : {.c t .I! i ann s 
cst essential dans il), oti ann s = .jh t A-l j As = 0) ([IO]). 
On dit qu’un d-module M cst sirplier si Z,(X) = :2/1. 
L’idkal Mat&e ZA(,J) s’appclle Ic radical sinplier 5 gauche de l’anneau A, 
et l’on note hrikvcmcnt par Z(A). 
Si I’anneau =1 cst scmiartinien j gauche, alors J1 est singulicr si ct seulcment 
si s,,(*J). -11 -= 0. 
LElLME 2.2. Soit A UIL anneau quelconque unitaire azec le socle ti gauche 
s,d ussentiel. Les ajj%nations suirantes sont &quivalentes: 
(1) (s”(4)2 = %(4, 
(2) S,(A) est un =I-module ir gauche projectif, 
(3) Z(A) :- 0. 
Dkmonstration. (l)-(2). Soit 0 C A un &al minimal 5 gauche et I, la 
composante isotvpiquc associke 5 11, qui est un id&al bilatkre. De la condition 
(1) il rksulte quc I,1” =-.m I, , d ‘oti il rtsulte qu’il existe au moin un idCal 
minimal b z a tel que b” =- b; b est sommand direct done projectif, d’oil 
In est un d-module j gauche projectif. Puisque dans A, S,,(A) =~ <, I,, , 
alors S,(A) est un A-module 2 gauche projectif. 
(2)=%(3). Supposons que Z(A) =# 0; alors il existc un id&al minimal 
a gauche (I C Z(A) qui est projectif et singulier, d’autre part il existe un id&al 
minimal b isomorphe B l’idCa1 a ainsi que 6’ 1 b. On pcut trouwr e t d 
ainsi que b == Ae, e idempotent et singulier. Puisque ann e = A(1 -- e) est 
un sommande directe dans A, e est nonsingulier, done une contradiction. 
(3)-;-(l). Si Q C A est idCal minimal, dc la condition (3) il rCsultc que 
S,(A) n = a, done (S,,(A))2 = S,,(A). 
On dit que A, anneau semiartinien d’ClCvation e(A) finie vCrifie la propriM 
(*-) si: 
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(k-k) --Iii1 . x _C Ai implique s E Ai pour tout 0 I< i i e(A) ~~ I, 
(,di),,. ?. c(.,) est la filtration donnke par la definition de p(A) (yoir la premitre 
pat-tie dc $2). 
La propriktk (**) est kquivalente & Z(AiA_lj) = 0 pour tout 0 : .I i ,.L e(i4) - 1 
(%(A-3, =2,) &ant le radical singulier de I’anneau l-li-4i). 
'~l&ORhIE 2.3. Si ,4 est un anneau semiartinien il gauche, d’Pl&ation e(A) 
J;nie z+ri’an t la prop&h (+. +) alors l’anneau A z+rifie la propri&b (+) et 
1 gl dim A r>l e(J) - 1. 
Si de plus slxc A a la proprie’tk 
card spec(d) < CB, alors: 
1 gl dim i2 < e(A) ~ I < card(spec(d)) - 1. 
La dkmonstration rksulte du Lemmc 2.2, Th. 2.1 et du Lemme 2. I. 
Sous disons que l’idCa1 bilatkre a Cd cst essentiel #or&e R, (k Ctant un 
nombre naturel) si a 3 A, ct k est le plus grand av-ec cette propriM. 
COROLL,~IRE 2.1. Si 4 est un anneau semiartinien 6 gauche d’Il&ation ~(~-1) 
$nie &?3ant la prop&t; (*c) alors pour tout id&al bilatire a, essential d ‘ordre k, 
on a: 
I gl dim ilja -< e(A) - k - 1. 
En particulier, si a cst essentiel, il r&ulte que 
I gl dim A/a < P(A) - 2. 
On prouve le Corollairc 2.1 de meme man&e que le ThCorkme 2.2. 
T~~oR~E 2.4. si A est un anneau semiartinien 6 gauche d’&vation e(A) 
$nie, hbrhditaire h gauche [5, Chap. I] a ors 1 A airi$e la prop&t& (**). 
Pour la dkmonstration, nous utilisons le lemme suivant: 
LEMME 2.3. Si A est un anneau quelconque hbrre’ditaire i2 gauche et (I un 
id&al bilatkre ainsi que a2 = a, alors l’anneau A/a est he’rbditaire 6 gauche. 
Dbmonsfration. Si b est un id’ 1 ca ?I gauche tel que b r> a, alors b/a = b/ah 
(a2 -= o), sonc b/a est A/a-projectif De’monstration du Th. 2.4 iz Ctant h&C- 
ditaire g gauche, Z(A) = 0 et AI2 = A, (Lemme 2.2), done A/A, est aussi 
hkrkditaire h gauche (Lemme 2.3). Par le Lemme 2.2, Z(iZ/A,) = 0. 
En continuant le prockdt: on obtient Z(A/A,) = 0 (0 5; i < e(A) -. I), 
c’est-g-dire la propriCtC (**). 
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CoROLLaIRE 2.2. si AA at UI z anneau semiartkien, avec le radical de 
Jacobson nul et e(A) 2, alors ,4 vGrije la condition (*,r) et 1 gl dim --l . . I. 
DCmonstmtion. Soit s,(d) C A le socle de A. Parcc quc e(A3) =: 2, d;‘s,,(;2) 
est semisimple. Si n C s,(A) est un idkal minimal, alors a2 = a (le radical dc 
Jacobson &ant nul), d’oti n est un sommande directe, done “,,(-I) est un 
A-module g gauche projectif. La propri&tC (v*) Ctant vCrifiCe on applique le 
Th&rtme 2.3. 
GROLLAIRE 2.3. Si .d est un anneau semiartinien commutatly az’ec le 
radical de Jacobson nul et d’Gaation$nie, alors A &ri$e la proprit?P (* ~). 
DPmonstration. D’aprks [ll, Th. 3. l] A est un anncau rkgulicr au wns de 
von Neumann, done =I,, = s,(A) est projectif. De m&me puisque -4 s,,(A) est 
rkgulier au sens de ron Neumann il rksulte que le module il,,‘il,, est A4,,3,, 
projectif. 
C’ontinuant ce proctdi: on trouve que l’anneau A4 vCrifie la propriM (A +). 
bERIPLES. (1) Soit Z, = Z/pZ 1 e corps dcs entiers mod& p (p nombre 
premier) et B -= nit1 Z1,, (card I z- infini). On notera par -q l’anneau en- 
gendrC par 1’ClCment unite de B et l’idCa1 CiEI Z,] L’anneau d cst semi- 
artinien [I 1, $4, p. 3651, rCgulier au sens de von Neumann et ~(~4) := 2, 
done il est h&@ditaire [5, Chap. I]. 
(2) Soit V un cspace vectoriel de dimension infinie sur le corps k, 
soit R = Hom,( L’, V) l’anneau de ses endomorphismes. Soit a l’idCa1 bilatkre 
des morphismes de rang finie; wit _2 la plus petite sous-k-algtbre engendrke 
par l’identitt: de B et l’idtal n. On wit immediatement que (L est le socle 
2 droite de l’anneau A et A/a = k, done A est semiartinicn ct e(&q) ~~ 2. 
Comme le radical de Jacobson de d est nul, il rCsulte que A est hCr&ditaire. 
3. hPLICATIONS DES ANNEAUX SEMI-PRIMAIRES 
On dit qu’un anneau est semiprimaire si le radical de Jacobson R est 
nilpotent et A/R est semi-simple ([2, 6, 81). 
11 est clair que tout anneau semiprimaire est semiartinien d’Cl&vation 
finie. Si n est le plus petit nombre nature1 telque R” --: 0, alors e(-4) < IZ. 
COROLLsIRE 3.1. Si A est un anneau semiprimaire, hdriditaire ii gauche, 
alors pour tout id&al bilatkre a CA nous aaons: 
I gl dim A/a < e(A) - 1 < card(spec A) - 1 
c’est-k-dire le Thtfo&me 8 [6]. 
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COROLLAIRE 3.2. Si A est un anneau semi-primaire, 1 gl dim A < ~1, R 
le radical de Jacobson de L-1 ve’ri$e R2 = 0 alovs l’anneau il ve’rije la propviite’ 
(*) et 
1 gl dim A :,< card(spec A) - 1 
c’cst-h-diive le Corollaire 3 [8]. 
D&nonstration. Supposons 1 gl dim A :_ TZ < a. Par le Corollaire I .3 il 
existe un ensemble (S, , A’, ,..., SJ de types de A-module simples vkrifiant 
les conditions suivantes: 
(a) dim,d S, < dim, S, < ... < dim, S, = 72. 
(b) Pour chaque S, d-module simple il existc 
O,<e:<k tel que dim, S = dim,., S, 
Si P = de, (eo3 = e,) est un recouvrement projectif de S, [2] alors de la 
suite exacte 
0 --f Re, + ile,, ---f S,, + 0 (1) 
il rkulte que dim, He, < dim, S, , si dim, S, # 0. 
Parce que Re, est semi-simple il existe un d-module simple S pour lequel 
diln,, S < dim, S, qui contredit 6). 11 rksulte done que 1 dim, S, == 0. 
Par le m&me pro&d& on peut montrer que 1 dim, S, = l,..., 1 dim, S, = k 
(k = n). 
Nous notons par a1 le somme de toutes les composantes homogknes de 
s”(A) telles que chacune contienne un id&al minimal projcctif (a, # 0); 
comme ‘I, . Si = 0 (1 < i :$ k), le diagramme suivant 
0 ---+ Re, --F ile, -+si---to 
I 
4, 1 1si 
(Rei/Re,-semisimpk) 
ReilqRei - Aeila,Aei -----f Si --+ 0 
est commutatif, ce qui nous donne: 1 dim,,, Si < i - 1 done 1 gl dim A/et, -< n. 
En continuant le pro&d6 on trouve la kite de Loewy 0 = a, C a, C ... C 
==A (p .<n + 1) qui vkrifie la propriM (*) et le plus 1 gl dim A -5 
i’- I < IZ := k < card(spec(A)). 
COROLLAIRE 3.3. Si A est un anneau semiprimaire hMditaire L? gaucke 
et R le radical de Jacobson, alors 
I gl dim A/R2 = e(A) - 1. 
DPmonstration. Si (-4i)ozr, ,,caj rst la filtration donnde par dkfinition de 
e(,-l) alors la suite d, --(- R”;‘R’, ;‘1, ~ K”/R’,..., 24e(.,l) I- R”:‘R2 cst we suite 
de Locwy qui dans l’anneau .4;‘R” Grifie la propriCtC (-). De la dernikrc 
pa& dc la d&monstration du (‘orollaire 3.2 rksultc immkdiatement I’Cgalitb 
affirm&. 
4. &hlENTS RIkULIEKS 
5 . L 01t L f un anneau unitaire; un ClCmcnt M E ,4 s’appelle rkgulier s’il cxiste 
a E ,3 tcl que s ~~~ Xux. Si tout Gment cst rtgulier, I’anneau ,-1 s’appellc 
rbgulier au sens de von Ycumann. 
LEMRIE 4.1. Soit A un anneau awec le socle ir gauche I,, nonnul. ~YOUS 
notons par a la somme des ide’auzi: minimaus b, tel que 6” = b; alors tout 
l’Pl&iezt x E (1 est r&ulier. 
D&onstration. Soit ,w E a; comme fl est scmisimple il rksulte que .4x mm~ 
b, (l‘i b, @ ... c I&, ) oti (bj), j: )( sont dcs idCaux minimaus. Supposons que 
AX n’est pas sommande directc dans A; comme ,4x est de longueur fink, 
soit c C As, c idCal g gauche, c =+~ 0, ClCment minimal dans l’ensemble dcs 
idCaux inclus dans As et qui ne sont pas sommands directs dans A. Comme 
c f 0, il existe b C c idCal minimal, done b :z z4e et z-1 = A(1 - e) @ L3c, 
d’oti il rksulte quc c c( I - e) c -J e; c Ctant minimal, il rksulte quc 
c( 1 ~- e) est sommande direct dans &4, c’est-h-dire que A ~ c( 1 - e) G b. 
De cette Cgaliti: il rksulte que c(1 -~- e) ~ Ae’, ou e’ est un idempotent, 
done e’ r: X(1 ~ e), d’oil e’e m= 0. Notons par e” e’ i- e - ee’ qui cst 
un idempotent et Ae” =~ Be’ CT> rie ~~~ c(l - e) G b = c, done une contra- 
diction. En consequence AX est sommand direct dans A, done AX mm- de, e 
ktant idempotcnt, d’oil il rksulte que x = sax. 
Brown ct lbIcCoy ont introduit dans [4] la notion d’idCa1 rCgulier maximal 
X(A) de l’anneau ,4; c’est-L-dire le plus grand idkal hilatkre pour lcqucl 
chaque ClCment .2: E M(A) est rkgulier. 
L-n anneau s’appelle semipremier s’il n’a pas idCaus blat&e nonnuls 
nilpotents. 
hOPOSITION 4. I. Soit A un anneau semipremier azlec le socle nonnul. 
iz Ion : 
(I) s,,(A) c M(A). 
(2) S’i a est une composante homogkne du socle telle que (1 soit de longueur 
jinie, alors a = Ae, 00 e est un tle’ment idempotent central. 
De’nzonstration. (1) L’anneau Ctant semipremier tout id&al minimal est 
idenlpotent et l’affirmation rksulte du 4.1. 
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(2) Soit (I = 6, @b, G ... (2 b,, , oil (bi)l,zi,-, sont minimaux et 
isomorphes entre eux. Par le Lemmc 4.1, Q = de, e idempotent. 11 rest de 
prouver que 1’ClCment e est central. Si x E n, e(s - es) == 0, d’oti il r&he 
que a(.~ - e.v) = 0. Si y :- s - es de l’egalite (Aya)(Aya) ~~ &gyay~ = 0 il 
resulte (l’anneau Ctant semi-premier) quc Adyu 0. Comme y y e il en 
resulte que y = 0, c’est-a-dire que s m: es. 
Etant donne s t a, il en rtsulte que x ~ xe done se == es. 
Si .r t ,-I est quelconque, alors les elements e.Y et xe sont dans a, done 
es ~~~ e e.v es e et se - xe . e = ese, c’est-a-dire es - w. 
Obsewation. De la demonstration donnee, il resulte quc si aCd cst un ideal 
bilatcre tel quc n -: &Ae (e idempotent) et ,-I est semipremier, alors E est central. 
Faith a pose dans [9] le probleme suivant: Si ;2 est un anneau unitaire en 
verifiant la propriete (***). 
(-b i r) Tout A-motlul simple ir gaucke soit injectif, il resulte que A est regulier 
au sens de von Xcumann? (D’apres un resultat classique de Kaplansky, un 
anneau commutatif est regulier au scns dc von Seumann si et sculement si 
tout A-module simple cst injectif). 
Un anneau verifiant la propriete (*T*) cst appeli: par Faith un I.-anneau 
(a gauche). Uric caracterisation particlle des I’-anneaux cst la suivante: 
TH~OR~IE 4.1. Soit A un anneau unitaire. Les ajirmations suizantes sont 
bquivalentes: 
(I ) =1 est un I’-anneau Ir gauche 
(2) Tout i&al & gauche est l’intersection d’idkaux & gauche masimaxc. 
(3) Pow tout A-module il gauche M, tout sous-module est l’inteusection 
de sous-modules maximaus. 
(4) La catbgovie des modules h gauche mod A a un co-gdnirateur scwri- 
simple. 
Dbmonstvation. D’abord, on va donner une lemme. 
LEMME 4.2. c’n A-module il gauche M est un co-ge’nbateur duns la catbgorie 
mod d si et seulement si 111 contient des enzeloppes injectizes de chaque A-module 
h gauche simple. 
Ddmomtration. Soit iziI un co-generateur et S un A-module simple, ES 
son enveloppe injectivc. Considerons le diagramme 
Comme M est co-generatcur, il cxiste .f : ES + :lf, ,f -4 0, tcl que 
f 0 i f 0; c’est-a-dire ker( f ) n S = 0, d’ ou kerf ~~ 0, c’est-a-dire .f est 
une injection. 
RCciproque. Supposons que 111 contient dcs envcloppes injectives de 
chaque --2-module ?I gauche simple et X est un A-module B gauche qucl- 
conque, alors. 
Considerons le morphisme canoniquc: 
et soit x E ker IJJ, x f 0. 
Si S est un A-module simple tcl que A!ls ---f S -> 0, il resultc fr : d.~ -p 
ES C M, done il existe ,f : N -+ ES, f /; 0, avec f(z) -~-: 0, absurd. 
Passons a la demonstration de notre theoreme: 
(l)-*(4) resulte direct du Lemme 4.2. 
(4) *(3) Soit C = @,tr S, le co-generateur semisimple de mod A et ;\I 
un A-module a gauche, ~1: C M un sous-module. Nous awns le diagramme 
exacte: 
0 -, M(iV -+ CJ 
autrement dit R(M/N) C K(CJ) :- 0. (K(M/N) le radical de module IkI/Ai), 
done A’(M/7V) = 0, c’est-a-dire que N est une intersection de sous-modules 
maximaux de M (3)*(2) est evident. 
(2)*(4) Nous devons montrer que C -~ &, SX , oti {S’,},,, cst l’ensemble 
des types de A-modules simples, est un co-generateur. Soit jil un A-module 
quelconque; considerons le morphismc canonique ItI 5 &Hom(.w,C) C, , 
C, ::= C, et suivant la dcuxieme partie de la demonstration du Lemme 4.2, 
il en resulte que ker 9 =- 0. 
Obseroation. L’equivalence (l)*(2) a eti: verifie par Yilamoyer. 
L’equivalence (2)<$3) a CtC verifie par Guy Renault dans [12]. 
COROLLAIRE 4.1. Si i-2 est un V-anneau h gauche; quelque soit, l’idial i2 
gauche I C -4, nous avons I2 = I. 
De’monstration. Conformement au Theoreme 4.1 on peut Ccrire I2 = 
n aEJ m, , {m,} ideaux a gauche maximaux. 
Supposons qu’il existe x E I tel que x +! 12, alors, il existe 01” E J tel que 
2 $ llteo . 
Considerant l’egalite A == Ax -I- nt,0 , on obtient 
1 = Ax + y, Y E “t,. 
d’oh x = xA,v + xy, done x E mm0 , contradiction! 
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COROI.I.AIRE 4.2. Si =3 est un Vi-anneau a gauche et sous-anneau (c’est-a-dire 
A.v -~ XX quelque soit s t A), alors A4 est rlguh’er au sens de van Neumann. 
DGmonstration. Dc l’dgalite (Ax)” =- ,4.r, il cn resulte yue: X+x =: .x, 
011 .‘(’ xh’px xas. 
Dans [I21 Guy Renault definit un P-anneau comme etant un anneau 
unitaire, tel que tout Al-module B gauche non-nul contienne un sous-module 
propre maximal. 
11 resulte alors du Theo&me 4.1 que tout V-anneau rst un P-anneau. 
De meme tout anneau semiartinien d’elevation finie est un P-anneau 
(voir [ 1 I]). 
Si A est un anneau semiartinien a gauche et (A4iqll) 0 .< OL 2,’ e(A) (a ordinal) 
est la filtration definie de “l’elevation” e(A) nous notons par B, les anneaux 
.4/d, quelque soit l’ordinal 0 < a :< e(A). 
TH~&IE 4.2. Si A est semiartinien a gauche, les afirmations suivantes 
sont t$uivalentes 
(1) -4 est regulier au sens de von Neumann 
(2) Les anneaux B, pour tout ordinal 01, sont a radical Jacobson nul. 
(3) Les ideaux bilateres sont idempotents. 
Demonstration. Les equivalences (l)=(3) et (3)*(2) sont claires. On va 
prouver (2)=-(l). Comme B,, = d a le radical Jacobson nul alors d’apres au 
Lemmc 4.1, tout element de A, C A est regulier au sens de von Neumann. 
Si .Y est un element de l’anneau A appartenant B A, il resulte que la classe 4 
dans A/B, est un Clement regulier (Lemme 4.1), done il existe d E A/A, tel 
que .G = &?R d’oh x - xax E A, . Autrement dit il esiste a’ E A tel que 
x - xa.x z= (,x - xax) a’(x - sax), d’ou il existe un a” t A tel que x = X~Z”X. 
On pro&de par recurrence transfinie pour finir la demonstration. 
C~ROLLAIRE 4.3. Si A est un anneau semiartinien a gauche, alors A est 
regulier au sens de von Neumann si au mois une des hypothdse sont vc!ri$ites: 
(1) A est un V-anneau a gauche, 
(2) A est un V-anneau a droite, 
(3) Tout ideal a gauche est idempotent, 
(4) Tout ideal bilatbe est idempotent. 
COROLLAIRE 4.4. Soit A un anneau semi-artinien a gauche avec le radical 
de Jacobson nul et e(A) = 2; alors iz est regulier au sens de van Neumann. 
COROLLAIRE 4.5. Si A est semiartinien a gauche tel que tout A-module a 
De plus si R est le radical dc Jacobson, alors R’ 0. 
1~Pmonstvation. 11 resulte immediatement que il;‘s,,(A) est un ! --anneau 
et applique le Corollairc 4.4. fuisque -d/s,,(aJ) est un anneau regulier il cn 
resulte quc R C s,,(A) est done K” = 0. 
C‘OROLLAIKE 4.6. Si i-I est semiartinien ir gauche acec le radical de Jacobson 
nul, est tel gue tout d-module simple ci gauche singuliev est injectif, aloes -4 est 
v&whet-. 
(~OROI.LAIRE 4.7. I!‘?~ armeau .-i serniartinien d’e’kation f&lie z@Fifie /a 
prop?& (* V) clans le cas suizxmts 
(I) A est uil Pv-anneau 2 gauche ou 2 droite. 
(2) Tout L.I-nzodule simple sinpliev il gauche est inJ.ectif. 
I&monstration. Xous prouverons settlement (2). Supposons que %(A) + 0; 
il esistc b C Z(A), 6 ideal minimal, done b est singulier, done injectif, c’est-a- 
dirt que b es: un sommande direct dans ‘3. On pcut Ccrire 1) = Ae (eT m.: e). 
D’ou ii resulte que ann e == 3(1 - e) est essentiel, contradiction. En con- 
clusion, Z(A) = 0 et par Ic Lcmmc 3.1 il en resulte quc l’anneau .-;1 verifie 
la proprietc (**). 
Remaryue. Si .-I est un anneau; un &-I-module simple est singulier si et 
seulement s’il n’cst pas un d-module projectif. 
C'OROLLAIRE 4.8. Si d est un anneau semip~imaire, R le radical de Jacobson, 
alors 1~s a&wlations suizantes sont tkpiz~alentes: 
(1 j Tout d-module simple k gauche sinplier est injectif; 
(2) L’anneau il est IhvCditaiw ir ~qauclze t R? : 0; 
(3) Z(A) -= 0 et R’ =- 0 
c’est-2-dire les Tlz~o&nzes A et I3 [ 141. 
Dhonstration. (l)-(2) Par le Corollaire 4.5, il resultc quc R” ~. 0 done 
e(A) = 2. Par le Corollaire 4.6, il resulte que A verifie la proprieti: (+ 6) et 
d’apres le Theo&me 2.3 il resulte que l’anneau A est herbditaire. 
(2):.(3) est evident. 
(3) L\ (1). Soit d un S-module simple singulier; soit I C A un ideal a gauche 
essentiel (pour verifier l’injectivitt: de S, il suffit de prendre seulement lcs 
ideaux essentiels) et f : I + S un morphisme de A-modules. L’idCal ker( f) 
cst maximal et esscntiel puisque autrement, il en r&&e clue S cst isomorphc 
h un id&l minimal, done projectif, done nonsingulier. 
Par la suite ker(f ) 2 s,,(A) e comme ~$s,,(A) et comme A/s,l(lq) cst semi- t 
simple, la d&nonstration est Gdente. 
I~XEnIlYES. (1) En appliqucnt le Corollaire 4.4, il en rCsulte clue l’exemplc 2 
du $2 est un anneau r&gulier au sens de von Neumann. 
On obser\-c immkdiatement que l’anneau consid&+ clans cet exemple 
n’est pas un I --anncau. 
(2) Soit K un corps et V un espace vectoriel de dimension infinie sur K 
et H l’anneau Hom,,( V, V). Soit s : IV - V un cndomorphisme de rang 
infinie tel que I *2 = 0 (il existc toujours un tc-1 Clttment). Si a est l’idCa1 
bilatGre de tous les cndomorphismes de rang fini, notons par A, la plus petite 
sous K-alg&re de B contenant (I, x et 1’61Cment unite. 
L’idcial a est lc socle dc l’anneau -A,< et A7,n est un anneau artinien com- 
mutatif I Cl6mcnt nilpotents. Done A, est semiartinien avec P(.-Z~.) = 3 ct 
qui n’est pas rCgulier au scns de von Seumann (--lz;, n’cst pas rkgulier au 
sens de van Xcumann). Le radical Jacobson de d,,. est nul et ;i, est un 
P-antieau. 
En conclusion, de cet excmple il ri.sulte qu’un anneau semiartinien ou ~1 
P-anneau 2 radical Jacobson nul n’est pas rCgulier au sens de von Neumann 
en g&n&al. Dans le case commutatif ceci a lieu [I 1, Th. 3. I] et [ 13, Th. 1.21. 
5. QUELQUES 0~s~RvATIoxs sv~ LA DInmwox HO~IOLOGIQUE 
DES MODULES DE TORSIOX AU SENS DE DICKSON 
Si .4 est un anneau unitaire quelconque et N un A-module ?I gauche, 
alors on dt%init sur AT une filtration de la fayon suivante: [l 1, $5 et voir 
aussi le $2 de ce travail] M(, = 0, ;11, 1 s,,(M) (s,,(M) lc socle de M), si CY 
est un ordinal, on choisie -;Zfw 1 tel que AIZ,,,-l j AqX est le socle de MjM, ; 
Si 01 est un ordinal limite, alors Ma == (Js :a M, . 
On dit que 1’61Cvation de M est dCfinie s’il cxiste un ordinal 01 tel que 
M =- ;1<, . Le plus petit ordinal ayant cette propriM s’appelle “ClCvatiton” 
de III et on note par e,(llf). 
Dans [7] S. Dickson dit qu’un A-module M est de torsion si chacun des 
modules-quotient de 112 contient un module simple. (On dit aussi module 
semiartinien). 11 est clair qu’un A-module 114 est de torsion si et seulement 
s’il a “l’&%ation” dCfinie. 
11 cst Cvident que l’anneau A est semiartinien si et seulement si tout 
A-module est de torsion (semiartinien). Si M est un A-module de torsion 
(semiartinien), nous dCfinirons le spectre de M, spec,(M) comme &ant 
l’ensemble dc tous les types de A-I-modules simples qui se trouvent dans des 
modules-quotient de X: spec,(!ll) [Sj ,\‘ ktant un .-l-module simple tcl 
qu’il existe A’C M avec la propriM que S C IlIji\'j. Si $ cst un :l-module 
simple ct -II un ,4-module de torsion, alors nous disons que d1 est S-primaire 
[7] si spec,,~(.1l) : {Sj. 
k~POSITION 5.1. Soit A4 un anneau quelconque eI AII un J-module h 
gauche fi tovsion, nlors on a: 
dim,4 211 sup(dim, S) 
oil S varie sw tous les types de &-l-modules imples de spec,,(M). 
Demonstration. Puisque 2M cst de torsion, alors il existe 6~,(~11) et la 
filtration dkfinie sur M satisfait aux conditions de la Proposition 3.1 [ 1, $11, 
la dkmonstration revient a v&-i&r 1’inCgalitC pour N semisimple; dans ce 
cas I’inCgalit6 cst Cvidente. 
C~ROIL~II~E 5. I. Soit A un armeau unitaire et M un d-module 2c torsion 
satisfaisant ci la propri& suivante: (***1-) Tout -q-module simple de spec,(M) 
est isomoyphe 2 un sous-module simple de M. 
Alors si sup(Z dim,4 S) < z, S i spec,~(M), on a: 
dim,(h/) =m sup(dim, S) 
oil S varie sur tous le types de A-modules simples de spec,,(M). 
DCmonst~ation. Soit sup(Z dim,,1 S) n. 11 est clair clue dim, .M ..% n. 
Supposons que dim,4(M) < n. Parce que M satisfait ?I la propriCt6 (-r*xq) 
il existe un sous-module simple SC i%Z, tel que dim-, S -= n. 
Dc la suite exactc: 
0 --+ s ---f ill --f w/s -f 0 
on obticnt la suite exactc: 
... -- F ExtA7QW/S, iv) - Ext,l’(M, X) --f Ext,4’1(S, N) --+ 
---z Ext;+l(M/S, N) --f Ext;-“(AZ, 1%‘) -~ * Ext;+‘(S, N) + 
oti N est un A-module quelconque. 
On obtient Ext,“(S, A’) G Ext:+‘(fW/S, N) et parce que dim, S =n, on a 
dim,(M/S) 2 n + 1. 
Parce que spec,(M/S) C spec,(M), on a une contradiction. 
COROLLAIRE 5.2. Si A est un anneau, S un A-module h gauche simple, 
M un A-module 2 gauche S-primaire alors si dim, S < co on a 
dim, M = dim, S. 
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